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Метод комплексного поворота применён к нерелятивистским и релятивистским двухчастичным уравнениям в им-
пульсном представлении для нахождения резонансных состояний. Проведено сравнение полученных в импульсном 
представлении спектров резонансных состояний с аналогичными результатами, полученными в координатном пред-
ставлении для уравнения Шрёдингера и релятивистском конфигурационном представлении для двухчастичных реля-
тивистских уравнений. Показано хорошее согласие результатов, полученных в различных представлениях. 
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The complex scaling method is applied to the non-relativistic and relativistic two-particle equations in the momentum 
representation for resonance sates finding. The comparison of the resonance states spectra obtained in the momentum represen-
tation with the similar results obtained in the coordinate representation for the Schrödinger equation and in the relativistic con-
figurational representation for the two-particle relativistic equations is carried out. A good agreement of the results obtained in 
different representations is shown. 
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Введение 
Проблема нахождения спектров резонанс-

ных состояний двухчастичных систем – одна из 
актуальных в квантовой теории. Резонансным 
состояниям соответствуют полюса S -матрицы 
(и амплитуды рассеяния), лежащие в четвёртом 
квадранте комплексной плоскости импульса q  
[1], [2]. Однако прямое численное решение урав-
нения Шрёдингера (без его преобразования) воз-
можно только в полуплоскости minIm ,q q≥  т. е. 
если и можно найти комплексные резонансные 
значения импульса, то очень ограниченное их 
число. При таком прямом решении резонансы, 
для которых minIm ,q q<  остаются не выявлен-
ными. Для решения проблемы их нахождения в 
работах [3], [4] было предложено использовать 
метод комплексного поворота для дифференци-
ального уравнения Шрёдингера в координатном 
представлении. Впоследствии этот метод приме-
нялся в очень большом количестве работ для 
исследования резонансных состояний квантово-
механических систем. В работах [5]–[7] было 
предложено применять метод комплексного по-
ворота для интегральных уравнений квантовой 
механики.  

Метод комплексного поворота позволяет 
изменить область существования численных 

решений уравнения Шрёдингера и определить 
резонансы, которые без этого метода не выявля-
ются. В работе [8] было предложено применить 
метод комплексного поворота для нахождения 
резонансных состояний релятивистских состав-
ных систем к двухчастичным интегральным 
уравнениям [9], [10] в релятивистском конфигу-
рационном представлении (РКП) [11]. В отличие 
от случая квантовой механики, получение реше-
ний релятивистских двухчастичных интеграль-
ных уравнений без комплексного поворота воз-
можно только в полосе min maxIm .q q q≤ ≤  В ре-
зультате применения метода комплексного пово-
рота решение двухчастичных интегральных 
уравнений возможно также в некоторой полосе 
комплексной области q, повёрнутой относитель-
но исходной. 

При решении нерелятивистских и релятиви-
стских уравнений в импульсном представлении 
(ИП) проблема нахождения резонансов остаётся. 
При этом многие потенциалы, входящие в эти 
уравнения, могут быть сформулированы в им-
пульсном представлении и не могут быть запи-
саны в виде аналитических выражений в коорди-
натном представлении или в РКП. В связи с этим 
возникает вопрос о возможности применения 
метода комплексного поворота в ИП.  
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В данной работе метод комплексного пово-
рота использован для нахождения резонансных 
состояний на основании решения уравнения 
Липпмана – Швингера и релятивистских двухчас-
тичных уравнений в импульсном представлении. 

 
1 Релятивистские уравнения для резо-

нансных состояний 
Релятивистские уравнения в импульсном 

представлении для сферически симметричных 
волновых функций ( ) ( , ),j qψ χ χ  описывающих 
состояния рассеяния системы двух частиц рав-
ной массы m  имеют вид 
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где индекс 1, 2,3, 4j =  соответствует одному из 
вариантов квазипотенциального подхода [9]–[11]: 

1j =  ( 3)j =  – уравнение Логунова – Тавхелидзе 
(модифицированное), 2j =  ( 4)j =  – уравнение 
Кадышевского (модифицированное). В уравне-
ниях (1.1) величина 0qχ ≥  – быстрота, связан-
ная с импульсом q  соотношением sh qq m χ=  
(аналогично sh ,p m χ=  shk m χ′= ), ( , )V χ χ′  – 
потенциал, ( ) ( , )j qG χ χ  – функции Грина имею-
щие вид: 
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Для резонансных состояний быстрота qχ  стано-
вится комплексной ,q q qiwχ ξ= +  а уравнения 
(1.1) модифицируются в однородные: 
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В РКП уравнения для резонансных состоя-
ний (1.3) принимают вид 
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где r  – модуль радиус-вектора в РКП. Волновые 
функции, функции Грина и потенциалы в ИП 
связаны с соответствующими величинами в РКП 
соотношениями  
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Функции Грина в РКП, полученные подстанов-
кой выражений (1.2) в формулу (1.6) и после-
дующим вычислением интегралов, имеют сле-
дующий вид [12], [13]: 
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Нерелятивистский предел ( 0,qχ →  m →∞ ) 
уравнений (1.1), (1.3), (1.4) и функций Грина (1.2), 
(1.8) даёт уравнения квантовой механики [1], [2] 
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где введены следующие обозначения для нереля-
тивистских импульсов 
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Не проводя в этой работе доказательства воз-
можности применения метода комплексного пово-
рота в ИП, мы, тем не менее, воспользуемся этим 
методом для решения релятивистских уравнений 
(1.3) и уравнения квантовой механики (1.10).  

Суть метода комплексного поворота в коор-
динатном представлении и в РКП заключается в 
замене в уравнениях (1.4) и (1.11) вещественных 
переменных r  и r′  комплексными exp( )z r iθ=  
и exp( ),z r iθ′ ′=  т. е. в повороте координат в ком-
плексной плоскости на угол θ  против часовой 
стрелки [3], [4], [8]. В нерелятивистском уравне-
нии (1.10) в ИП перейдём от вещественных им-
пульсов ,p  k  к комплексным exp( ),P p iθ= −  

exp( )P k iθ′ = −  и представим полученное таким 
образом уравнение в следующем виде 
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где введены обозначения 
( )
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Совершим аналогичные преобразования в реля-
тивистских уравнениях (1.3) перейдя от вещест-
венных быстрот ,χ  χ′  к комплексным величи-
нам exp( ),iζ χ θ= −  exp( )iζ χ θ′ ′= −  и запишем 
преобразованные уравнения в виде 
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где 
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Таким образом, в ИП совершается поворот пере-
менных p  и k  ( χ  и χ′ ) в комплексной плоско-
сти на угол θ  по часовой стрелке. 

2 Результаты численного анализа 
Для численного решения интегральных 

уравнений (1.14) и (1.16) был использован метод 
составных квадратур Гаусса, который применял-
ся ранее для решения аналогичных уравнений в 
случае связанных состояний в работе [14]. Заме-
на в уравнениях интегралов суммами по квадра-
турной формуле даёт однородные системы ли-
нейных алгебраических уравнений  

0,Mψ =       (2.1) 
где M  – основные матрицы систем, ψ  – векто-
ры, составленные из значений волновых функ-
ций в узловых точках квадратурной формулы. 
Условие существования ненулевого решения 
системы уравнений D det 0M= =  выполняется 
лишь для некоторых комплексных значений им-
пульса 1 2q q iq= +  (комплексных значений быст-
роты в релятивистском случае q q qiwχ ξ= + ), 
которые являются резонансными значениями. 

Решения уравнений (1.14) и (1.16) найдём в 
случае следующего потенциала: 

( ) 2
2 .rV r V r e α−=        (2.2) 

Потенциал (2.2) был использован ранее для изу-
чения резонансных состояний в квантовой меха-
нике [5]–[7] и в релятивистской теории [8]. При 
этом в нерелятивистском случае r  – модуль ра-
диус-вектора в координатном представлении, а в 
релятивистском случае координата в РКП. В ИП в 
релятивистском случае потенциал (2.2) имеет вид 
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в нерелятивистском случае выражение ( , )V p k  
аналогично (2.3) с заменой m pχ →  и .m kχ′ →  
На рисунке 2.1 приведены нули детерминанта 
как функции мнимой и действительной части 
импульса q  для значений угла 0.7θ = , получен-
ные при решении уравнения Шрёдингера в коор-
динатном представлении и уравнения (1.14) в 
импульсном представлении: нули действитель-
ной части детерминанта основной матрицы сис-
темы M изображены сплошной линией, а нули 
мнимой части – штриховой, резонансы обведены 
кружками. На рисунках 2.2 и 2.3 приведены ре-
зультаты вычислений резонансов системы, полу-
ченные при решении релятивистских уравнений 

1,3j =  в РКП и ИП для 1, 1, 0.7,m α θ= = =  

2 15.V =  
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Рисунок 2.1 – Нули детерминанта, полученные решением уравнения Шредингера 

после комплексного поворота ( 0.7) :θ =  
a) в координатном представлении; б) в импульсном представлении 

 

      
Рисунок 2.2 – Нули детерминанта, полученные решением уравнения 1j =   

 a) в РКП; б) в ИП 
 

      
Рисунок 2.3 – Нули детерминанта, полученные решением уравнения 3j =  в 

a) в РКП; б) в ИП 
 

На рисунках видно, что резонансные значения 
импульса, полученные решением уравнений в 
ИП и в координатном представлении (или в 
РКП) совпадают, т. е. метод комплексного пово-
рота может быть использован в ИП. Количество 
резонансов, открываемых при повороте в коор-
динатном представлении (или в РКП) и в ИП на 
один и тот же угол, не обязательно одинаково. 

В дальнейшем мы планируем исследовать раз-
личные свойства метода комплексного поворота 
в импульсном представлении. 

 
Заключение 
В работе предложено применение метода 

комплексного поворота для нахождения резонанс-
ных состояний на основании нерелятивистского и 
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релятивистских уравнений в импульсном пред-
ставлении. Сравнение результатов, полученных 
при решении уравнений после применения мето-
да комплексного поворота в двух разных пред-
ставлениях (координатном и импульсном, реля-
тивистском конфигурационном и импульсном) 
показало, что метод комплексного поворота даёт 
правильные результаты в импульсном представ-
лении. В дальнейшем мы планируем применить 
метод комплексного поворота для исследования 
других нерелятивистских и релятивистских по-
тенциалов в импульсном представлении, в том 
числе не допускающих аналитического вида в 
координатном или в релятивистском конфигура-
ционном представлениях и изучить его различ-
ные свойства.  
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